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e) 
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Invertendo a ordem de integração,

  B c x

d x
y dy dx y dy dxÚÚ Ú ÚÈÎÍ

ù
ûú

� �
0

1

( )

( )

  

� � � �
0

1

0 0

1 2

0 0

1

2 2Ú Ú Ú ÚÈ
ÎÍ

ù
ûú

È

Î
Í

ù

û
ú

x x

y dy dx
y

dx
x

dx

  

� �
x3

0

1

6

1

6

È

Î
Í

ù

û
ú .



28

c) Seja B � {(x, y) � x2 � 4y2 � 1}
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Invertendo a ordem de integração,
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ou seja,
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Então,
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Ú [ ]x y dy
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1
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9
2 2 1Ú ( )È

ÎÍ
ù
ûú ( )y y dy y

/
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r) 
 B

f x y dx dy f x y
y

x yÚÚ ( , ) , ( , )onde e�
� 2

B x y x y x� � � � �{( , ) }.� �2 1 4 0� e

Temos

B
f x y dy dxÚÚ ( , ) �

1

4

0 2Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú

x y

x y
dy dx

�
�

� � � � � �
1

4
2
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2

1

2
2

1

2
2Ú Ú Ú[ ]ln ( ) (ln ln ) lnx y dx x x dx dx

x

� �
ln

ln .
2

2

3

2
21

4x[ ]

7. a) Na integral 
0

1

0Ú ÚÈÎÍ
ù
ûú

x
f x y dy dx( , )

o x está variando no intervalo [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], y varia de 0 a x. A
região de integração é:

        B x y x y x� � � � �{( , ) }.� �2 0 1 0� e
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Então,

  0

1

0Ú ÚÈÎÍ
ù
ûú

x
f x y dy dx( , ) �

0

1 1

Ú ÚÈÎÍ
ù
ûúy

f x y dx dy( , ) .

c) Na integral 
 
0

1

Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú

� y

y
f x y dx dy( , )

o y está variando no intervalo [0, 1] e, para cada y fixo em [0, 1], x varia de 
  
� y yaté .

A região de integração é

        B x y y y x y� � � � � �{( , ) , }.� �2 0 1�

Então, 
  

0

1

Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú

�
�

y

y
f x y dx dy( , )

�
�1

1 1

2Ú ÚÈÎÍ
ù
ûúx

f x y dy dx( , ) .

e) 
  0

1 3

Ú ÚÈÎÍ
ù
ûúy

y
f x y dx dy

�
( , ) .

Para cada y fixo em [0, 1], x varia de y até y � 3.

A região de integração é:

        B x y y y x y� � � � � �{( , ) }.� �2 0 1 3� e
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Logo,

  0

1 3

0

1

0Ú Ú Ú ÚÈ
ÎÍ

ù
ûú

È
ÎÍ

ù
ûúy

y x
f x y dx dy f x y dy dx

�
� �( , ) ( , )

  
� �

�1

3

0

1

3

4

3

1

Ú Ú Ú ÚÈ
ÎÍ

ù
ûú

È
ÎÍ

ù
ûú

f x y dy dx f x y dy dx
x

( , ) ( , )

(para cada x fixo em [0, 1], y varia de 0 até x; para cada x fixo em [1, 3], y varia de 0 até
1; para cada x fixo em [3, 4], y varia de x � 3 até 1).

g) Na integral 
 
�

�

1

1 2

2

2

Ú Ú
È

Î
Í
Í

ù

û
ú
úx

x
f x y dy dx( , )

o x está variando em [�1, 1] e, para cada x fixo em [�1, 1], o y varia de x2 até   2 2�x .
Seja B a região de integração.

Então B é o conjunto de todos os (x, y) � �2 tais que �1 � x � 1, x2 � y � 
  

2 2� x ,

ou seja, B é a região do plano compreendida entre os gráficos das funções y � x2 e

  
y x� �2 2 , com �1 � x � 1.

Temos: 
 
�

�
� �

1

1 2

2

2

1 2
Ú Ú ÚÚ ÚÚ

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
úx

x

B B
f x y dy dx f x y dx dy f x y dx dy( , ) ( , ) ( , )

onde B1 é o conjunto de todos os (x, y) tais que 0 � y � 1 e � � �y x y  e B2 é o

conjunto de todos os (x, y) tais que 
  
1 2 2 22 2� � � � � � �y y x ye
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B y

y
f x y dx dy f x y dx dy

1 0

1

ÚÚ Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú( , ) ( , )�

�
e

  
B y

y
f x y dx dy f x y dx dy

2
2

2

1

2

2

2

ÚÚ Ú Ú
È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

( , ) ( , )�
� �

�

Então,

  
�

�

� � �

�
� �

1

1 2

0

1

1

2

2

2

2

2

2

2

Ú Ú Ú Ú Ú Ú
È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

È

Î
Í

ù

û
ú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
úx

x

y

y

y

y
f x y dy dx f x y dx dy f x y dx dy( , ) ( , ) ( , ) .

i) Na integral 
0

1 1

2Ú ÚÈÎÍ
ù
ûúx

f x y dy dx( , )  o x está variando em [0, 1] e, para cada x fixo em

[0, 1], y varia de x2 até 1.

Assim,         B x y x x y� � � � �{( , ) }� �2 20 1 1� e

é a região de integração
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Ou ainda, 0 � y � 1  e  
 
0 � �x y .

Então,

  0

1 1

2Ú ÚÈÎÍ
ù
ûúx

f x y dy dx( , ) �

  

�
0

1

0Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú

y
f x y dx dy( , ) .

l) Na integral 
  0

1

2

1

Ú ÚÈÎÍ
ù
ûúx

x
f x y dy dx

�
( , ) ,

a região de integração é

        B x y x x y x� � � � � �{( , ) , }� �2 0 1 2 1�

Então, 0 � y � 1 e 0
2

	 	x
y

ou 1 � y � 2  e  
 
y x

y
� � �1

2
.

Assim,

  
0

1

2

1

0

1

0
2Ú Ú Ú ÚÈ

ÎÍ
ù
ûú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
úx

x
y

f x y dy dx f x y dx dy
�

� �( , ) ( , )

  
�

�1

2

1

2

Ú ÚÈÎÍ
ù
ûúy

y
f x y dx dy

/
( , ) .
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n) Na integral 
  

0

1 2

2Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú

x x

x
f x y dy dx

�
( , )

o x está variando em [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], o y varia de 
  

x x x� 2 2até .

Então, B é a região do plano compreendida entre os gráficos das funções

  
y x y x x x� � � � �2 0 12e com, .

Temos 
  
y x x

y
� �2

2

2
Þ

 
y x x x x y x

y
� � � � � � �


 �2 2 2
2

0
1 1 4

2
Þ Þ .

Então:

  
� �

�
1

1 2

2Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú

x x

x
f x y dy dx( , )

� � �
B B B

f x y dx dy f x y dx dy f x y dx dy
1 2 3

ÚÚ ÚÚ ÚÚ( , ) ( , ) ( , )

onde B1 é o conjunto de todos os (x, y) tais que 
 
0

1

2 2

1 1 4

2

2 2
� � � �

� �
y

y
x

y
e ;

B2 é o conjunto de todos os (x, y) tais que 
 
0

1

2

1 1 4

2
1

2

3� �
� �

� �y
y

x Be e  é o

conjunto de todos os (x, y) tais que 
  

1

2
2

2
1

2
� � � �y

y
xe .
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Então,

  
� �

�
1

1 2

2Ú Ú
È

Î
Í

ù

û
ú

x x

x
f x y dy dx( , )

  

�
0

1
2

2

1 1 4

2
0

1
2

1 1 4

2

1

2

2

2Ú Ú Ú Ú
È

Î

Í
Í
Í

ù

û

ú
ú
ú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
úy

y

yf x y dx dy f x y dx dy

� �

� �� �( , ) ( , )

  

�
1 2

2

2

1
2

/
( , ) .Ú Ú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
úy f x y dx dy

p) Na integral 
 0 0

�

Ú ÚÈÎÍ
ù
ûú

sen x
f x y dy dx( , )  o x está variando em [0, �] e, para cada x fixo em

[0, �], y varia de 0 até sen x.

A região B de integração é

          B x y x y x� � � � �{( , ) }� �2 0 0� � e sen .

Então,

    0 0 0

1� �

Ú Ú Ú ÚÈ
ÎÍ

ù
ûú

È
ÎÍ

ù
ûú

-sen

arcsen

arcsenx

y

y
f x y dy dx f x y dx dy( , ) ( , ) .�

Observe que, para 
    
0

2
0 1� � � � � �x y y x x y

�
e sen arcsen, ;¤  por outro lado,

como 
    

�
�

2
� �x  é equivalente a 

  
0

2
� � � � � ��

�
�x y x xe sen sen( ),  segue que,

para 
  

�
�

2
0 1� � � �x ye ,

    y x x x y x y� � � � � � �sen sen arcsen arcsen( ) .� � �¤ ¤
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q) 
  0

4

0

2 2

0 2 2

1

0

� / cos /

/

arccos
( , ) ( , ) ( , ) .Ú Ú Ú Ú Ú Úsen

arcsen

x

x y y
f x y dydx f x y dxdy f x y dxdy� �

r) 
  
x

y
y x x

y
y

x
�

�
� � �

�
�


�7

3
3 7

7 5

3

3 7

5

2 2
¤ ¤e . Invertendo a ordem de

integração, temos

  
7 3

2

3 7 5

3 7 5

2

3

3 7

3 7 5

2

2 2

/ /

/ /
( , ) ( , )Ú Ú Ú Ú( )

( ) ( )
� �

�

�

�
�

x

x

x

x
f x y dydx f x y dydx

8. a) V x y dx dy
A

� � � �ÚÚ [ ]4 2( ) , onde A é o círculo x2 � y2 � 1.

  

V x y dx dy x
x

xy dy
y

y

y

y

� � � � � � �
� � �

�

�
� �

�

1

1

1

1

1

1 2

1

1

2

2

2

2

2 2
2Ú Ú Ú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

È

Î
Í

ù

û
ú( )

  
� � � � � �

�1

1
2 2

0

1
24 1 2 1 8 1Ú Ú( )y y y dy y dy.

(Observe que 
 �

� �
1

1
21 0Ú y y ,  pois o integrando é função ímpar e

  �
� � �

1

1
2

0

1
21 2 1Ú Úy dy y dy,  pois o integrando é função par.) Fazendo a mudança

de variável: y � sen u; dy � cos u du, temos

    
V u du u

u
� � � � �8 8

1

4
2

2
8

4
2

0

2
2

0

2� � �
�

/ /
cosÚ È

ÎÍ
ù
ûú

◊ ◊sen
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c) 
  

V x dy dx y x dx
x x

� � � � �
�

� �

1

1

0

1
2

0

1
2

0

1
2 2

1 1Ú Ú Ú
È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

[ ]( ) ( )

  

� � � � � � �
�

�
1

1
2 4

3 5

1

1

1 2
2

3 5

16

15Ú È

Î
Í

ù

û
ú( ) .x x dx x

x x

e) 
  
V dy dx y dx

x x

� � �
�

�

�

�

2 2
2

2

0

1
4

2

2

0

1
4

2 2

Ú Ú Ú [ ]

  
� � � �

�
2 1

4
4 1
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2 2

0

2 2

Ú Úx x
.

Fazendo 
    

x
dx

2
2� �sen � � �, cos .d

Temos x � 0 ;  � � 0

x � 2 ;  
  
�

�
�

2
.

Então,

    
V d d� � � � �4 2 8 8

1

2

1

4
2

0
2 2

0
2 2

0

2
� � �

� � � � � �Ú Ú È
ÎÍ

ù
ûú

cos cos sen  8
4

2
�

�È
ÎÍ

ù
ûú

� .

g) V a y dx dy
a

a

a y

a y
� � �

� � �

�
2

2 2

2 2
2 2Ú Ú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

  
� � �

� � �

�
2 2 2

2 2

2 2

a

a

a y

a y
x a y dyÚ [ ]

  
� � � � �

�
4 82 2

0
2 2

a

a a
a y dy a y dyÚ Ú( ) ( )

  

� � � �8
3

8
2

3

16

3
2

3

0

3 3
a y

y a a
aÈ

Î
Í

ù

û
ú

Ê
ËÁ

�
�̄ .

i) 
 

V x y dy dx y xy
y

dx
x x

� � � � � � �
�

�
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0

1

0

1 2

0

1

1
2Ú Ú ÚÈ

ÎÍ
ù
ûú

È

Î
Í

ù

û
ú( )

� � � � �
�

� � � �
0

1 2

0

1
21 1

1

2

1

2
1 2Ú ÚÈ

Î
Í

ù

û
ú( ) ( )

( )
( )x x x

x
dx x x dx

  

� � � � �
1

2 3

1

2

1

3

1

6
2

3

0

1

x x
xÈ

Î
Í

ù

û
ú ◊ .
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l) Temos x2 � y2 � z � 2x.

Então,   x y x x x y2 2 2 22 0 2 1 1� � � � � � �Þ Þ( )   ( )x y� � �1 12 2

E mais, 0 � z � 2x � x2 � y2

  

V x x y dy dx
x

x
� � � �

� � �

� �

0

2

1 1

1 1
2 2

2

2

2Ú Ú
È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú( )

( )
( )

  

� � � �
� � �

� �

0

2
2

3

1 1

1 1

2
3 2

2

Ú È

Î
Í

ù

û
úxy x y

y
dx

x

x

( )

( )

  
� � � � � � � � �

0

2
2 2 2 2

3
4 1 1 2 1 1

2

3
1 1Ú ( )È

ÎÍ
ù
ûú

x x x x x dx( ) ( ) ( ) .

Fazendo x � 1 � sen �, temos dx � cos � d�.

x

x

� ��

� �

0
2

2
2

;

; .

�
�

�
�

Então,

    

V d� � � � � �
�

�

�

� � � � � � �

2

2 2 24 1 2 1
2

3Ú È
ÎÍ

ù
ûú

( ) cos ( ) cos cos cossen sen

� � � �
� �

2 1
3
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3
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2 2
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2 4
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� �
�

� � � �Ú Ú
È
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Í
Í
Í
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ú
ú
ú

cos ( )
cos

cos cos .

cos

sen
1 24 34

d d

[Utilizando fórmulas de recorrência (veja Vol. 1; Seção 12.9)

  Ú Ú◊cos cos cos .]n n nx dx
n

x x
n

n
x dx� �

�� �1 11 2sen
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Portanto,
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V d x x
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� �cos cos sen

    

V x
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1
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.

n)  V x y x y dx dy
y

� � � � � �
�

0

1

0
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3 1 4 2Ú Ú [ ]È
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ù
ûú
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2Ú Ú ÚÈ
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x y dx dy
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2
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û
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.y y dy

y

o)  
0 0

3
3 2 2
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�

Ú Ú
y

y dx dysen � .

9. a) B � {(x, y) � �2 � ln x � y � 1 � ln x, y � 0  e  x � e}.
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dy dx dy dx
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Área 

 

� � �1

1

1
1

e

e
x dx dxÚ Ú( ln )

Área 

 

� � �1

1

1

1

1
e e

e
dx x dx dxÚ Ú Úln

Área 
 
� � � � � � ��x x x x x e ee e

e[ ] [ ] [ ]1
1

1
1

1
1 1/ /ln .

b) 
    B x y x y x� � �{( , ) }.� �2 3�

Área 
 
� �

0

1

3

5

12Ú Úx
x

dy dx .

c)         B x y xy x y x x� � � � � �{( , ) , }.� �2 2 1 0� e
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Área 
 
� � � �

�

0

1 1

1

2
2

2
1

2Ú Ú Ú Úx

x

x
xdy dx dy dx ln .

d) 
    
B x y x

x
y x x� � � �� �{( , ) , }.��2 20

4
3 3 7�

Temos
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3

3 7

3
3 7 4 0

2
3 2

x

x x
x x��

�
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� Þ

Portanto, x � 1 e x � 2 são abscissas dos pontos de interseção da parábola com a
hipérbole.
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