CapriTtuLO 3

Exercicios 3.1

1.a) ”A F(x, y) dx dy = j; le(x +2y) dx dy = I; a(y) dy onde a(y) = le(x +2y) dx =

1 2
Ento, ”A Flx+2y) dx dy = jo Ul (x+2y) dx} dy=
3 37 s
2y+=|d 24yl ==
J ( Y j v [ 2” L 2
Invertendo a ordem de integracao,
2[ ¢l 2 1
J- D. (x+2y) dy} dx =J [(xy + yz)] dx =
11J0 1 0

2 2 2
:J (x+Ddx= . 22.
1 2 . 2

c) J-J‘ f(x,y)dx dyzjljlzm dx dy =

=ﬂ <x+y>3/2] dy= i j [@+ 772 =1+ )32 ] dy =

2 512 _ 521 _ 4 2512 _~5/2 _ 5502 _
g[(2+y) (1+y) ]_E[3 2 252 +1] =

|_,; wll\)

(93 —8v2 +1).

e) J‘; fdx dy = J.; [x]]2 dy = Jol dy= [y]%) =1.



1 ¢2 1
2
cos xydx |d Ij sen xyl|, dy =
g)fODIy y }y Jlsen ol &y
1 1 1
:J (sen 2y —sen y) dy = [— (—cos 2y)+ cos y} =
0 2 0
1 1 1
=——0052+cosl+——1=cosl——[1+0052].
2 2 2
1| 2 1 2
. XY dx | d :j |7 dy =
z)_[OUIye x} y O[e ]1 y
1

1
:J (eZy—eY)dy:[leZy—ey} =
0 2

0

=lez—e—l+1=l(l+ez)—e.
2 2 2

2 2
J.{ xsenﬂydx}dy J-{(senﬂy)-%} dy=
1

1
J (ZSenﬂ'y——senﬂy)dy—%J. sen my dy =
0

3,3
a

w

[cos 77'y]O i [— cos 7 — (—cos O)] =
T 2

2. Temos

” S8y dxdy= J‘Cd J': f(x) g(y) dx dy =
= ch { J’:f (x) g(y) dx} dy = Ldg(y) U: f(x) dx} dy =
= U:f (x) dx} : Ujg(y) dy}

3.q) JJAxyz dx dy = Jj J.lzxyz dx dy =
(Praf(a)-[2] 2] -
fols
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1 m
b) _U xcos2ydxdy= [JO X dxj- .[_477 cos2ydy |=
A _
4

:H .Bsenzyff(%)(%%)

b
0 2

¢) _”Ax Iny dx dy = Uozx dxj Ulz Iny dy) -

2
2
{x—} Iyiny=y =22m2-1).
2 0

2 ™ LI
e) _U &xzdxdy= .[2 sen2x dx Jz Y 5=
Al+4y 0 0 1+4y

™ 1

1 2|1 2
:l:—senxcosx—ki}z [—arcthy]2 =

2 21y L2 0

RIGE

w w
(Observe que para todo n = 2, J. 2 gen’x dx =1— 1 J. 2 sen"2 dkx,
0 n 0

T T
logo, J. 2 sen?x dx = %J. 2 dx= %.) (Veja Volume 1, Segdo 12.3.)
0 0

4. a) V=” (x+2y)dx dy,onde B éoretangulo0 < x < 1,0 <y =< 1. Entao,
B

1 ¢l 1 52 !
V=J;)|:J.O(x+2y)dx:|dy=jo|:x7+2xy:| dy =

0
= — 4+ =| =+ = —,
Jo(z yjy [2 yL 2
c) V:.” xyex2_y2 dx dy, onde B é o retangulo 0 < x < 1,0 < y =< 1. Entao,
B

V=JIJ‘1x (3"27y2 dx d =J1xex2 de.I eiV2 dy =
0do y y 0 oy y

_lle_l _,21_1 B o
—I:Ee ]o[ Ee Y L—Z(e DA—e ).
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e) V=” [(x+y+2)— (x+y)]dx dy onde B é oretangulo 1 <x=<2,0<y< 1.
B

Entao,

VzﬂBz dx dyz.[; Dlzz dx} dy =

—Jl[z P d —IIZd —[2y]) =2
2l dy=| 2dy=[2y] =2

h V=J] (e*tY —1)dx dy,onde B é o retAngulo 0 < x < 1, 0 < y < 1. Ento,
B

1 1 1 1
V=Jexdxjeyd —J.de.d,ouse'a,
0 0 Y 0 0 Y )

V= [ex]i) [ey]lo - [x]%) [y]z) = (e —1)2 —1 e, portanto,

VZeZ—Ze.

5.a) _” y dx dy, onde B € o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1).
B

A
1 ¢b(y) 1 el

JJ ydxdyIJ- Jydx dy=
0 Ja(y) 01y

1 1 1
=_[0 ], dv =_[O (y =y dy=

Y

1 (0,
G S
2 3 6

0

Invertendo a ordem de integracao,
L[ pd(x) 7

ijdydxzj J ydy|dx =
B 0| der)” 7|

c
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¢)SejaB = {(x,y) | ¥ + 4% < 1}

Paracadax € [—1, 1],

s Jd(x) . 2 1-x2 ; p -2 .
x)= ydy= =|Z_ =
c(x) —241—x2 yay —2\/1—x2
A
2
d(x)=2\1-x2

v

clxy= —2V1—x2

1
Entdo, HB ydydr= j ) dx=o0.

e) JJB v dx dy, onde B é a regido compreendida entre os graficosdey = xey = x2, com

0 < x < 2. Paracada x € [0, 1] temos
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1 pd(x)
.” ydydx:jj. ydydx =
B, 0 Je(x)
! 127 2 4
:J J‘x ydy dx:j 22 dx:J X2t
0[5 0L 2 ]2 ol 2 2
6 10, 15
Para cada x € [1, 2]

2 pd (x) o ax2
By 1 e (x) 1] Jx
2
2 Y 5 s i
:J = dx=j L = - :2.
2, 1\ 2 2 10 6] 15

Entao,

([ yavac=[[ vavaes [ vavar=L+2s
g By B, 15 15

h _” y dx dy, onde B € o paralelogramo de vértices (—1, 0), (0, 0), (1, 1) e (0, 1).
B

Para cada y fixo em [0, 1],

-
o
RS
[

L] ¢b(»)
_”ded}’:J- '[ ydx |dy=
B 0 [ Ya(y)

_ ey _ 1 y 3 1 B y2 1_1
_J.O{ y—lydx}dy_.’.o[xy]y1dy_J.oydy_ 2| 2
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Invertendo a ordem de integracao,

J] ydydeJJ ydydx+-” ydy dx
B B, B,

onde B,, € o tridngulo de vértices (—1, 0), (0, 0) e (0, 1) e B, € o tridngulo de vértices
0,0), 0, 1)e(1, D).
Para cada x fixo em [—1, 0] temos:

0[ pd(x) 0f px+1 0 2
J [J ydy}dxzj [J ydy}deJ. (et D dx =
=1 Je(x) -1.J0 12

|Gt 1?
6

0
1
[ 5o
Para cada x fixo em [0, 1] temos
J-l J»dl(x) ol _J-lr o _J-l 2]
Ocl(x)yyXOxynyZX

11 x2 o837 1
= o = x| =L =
-[0(2 2) ) {2)6 6} 2 53 @

0

dx =

W | —

Entdo, de M e 2),

111
dydy=—+—=_>.
”By YHTET3ITY

2) JJBy dx dy, onde B é o semicirculo 2+ y2 =4,y=0.
Para cada y fixo em [0, 2],

b(y) =\ 4—y2

aly)= 4-y

[
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ou seja,

5‘34* 2 f
ay) =[] =2y 42,
Entao,
2 2 —_— 2
J:[ ydxdyZJ a(y)dyzj 2yJ4—y2 dy:[_z(4_y2)3/2} :E
B 0 0 3 0 3

Invertendo a ordem de integracao,

para cada x fixo em [—2, 2],

)
d(x) Ja—x2 el N x?2
B(x)IJ ydyIJ ydy=|<- =2-—
c(x) 0 2 0 2
Entao,
2 2 %2
J:[ydydxzj B(x)deJ. 2——|dx=
B -2 =2 2
2
3
6 L 3
6.a) _” f(x,y)dx dy,onde f(x,y)=xcosy e
B
B={(x,y)ER2|x>0,x2$y$7T}-
b(y)
Temos a(y)=j xcosydx =
a(y)
Ny 2T
=J xcosydx=cosy|—| ., ouseja
0 2 ]y '
Yy
=2Cos y. t
a(y) 5 Cosy
\ i /
el
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dx dy = (o4 dy = - dy = —1 ' dy =
COS COos COS

1 m_ 1 -
_E[yseny+cosy]0 —E(COS’IT—COSO)——l.

c) JJBf(x, ¥) dx dy onde f(x, y) = x e B é o tridngulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2, 0).

L] ()
JdexdyZI J. xdx|dy=
B 0| Ya(y)
1T e—y+2 1[,277"?
= J j xdx|dy= J — dy=
0]Jy 0| 2 y

1
= [ cavrvay=[-?+2] =1.
0 0

e) JJ f(x,y)dx dy,onde f(x,y)=x+ye B o paralelogramo de vértices (0, 0), (1, 1),
B
(3. 1),(2,0).
Para cada y fixo em [0, 1],

am = b(

a

2] y+2 x2 vi2
(x+y)dx=J. (x+y)dx=|—+xy =4y+2.
») y 2 y

A

Y




Entao,
[[ cenaa=] Uj V) dx} dy= [ atv)dv=
- _[01 (4y+2)dy=[2y2 +2y], = 4.

g _” f(x,y)dx dy, onde f(x,y)=xycosx? e
B

B:{(x,y)ER2|O$x$l,x2$y$1}'

Para y em [0, 1],

-
\"""\-\.

_——_———_——_——

b(y) 5
a(y)= J Xy cos x= dx =
a(y)

Ny Ny .
= J xy cos x2 dx = [l sen xz} , ou seja,

y
a(y)==sen y.
) 5 seny

Entao,

JJBf(x, y)dx dy = J; Do\y xy cos x2 dx} dy =

1 1

y 1 1
=| a(y)d =J. —senydy=—|seny—ycos =
_[O(y)y ) g senydy=_[seny—ycosyl,

1
=—(senl—cos1).
2( )
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i) _” f(x,y)dx dy,onde f(x,y)=x+y e Béaregido compreendida entre os graficos
B

das funcdes y = xey = ¢, com 0 < x < 1. Temos

/

Y

HB Fx, y) dy dx = J ; [ -[i:) (x+7y) dy} dx= J; { J:x(x +y) dy} dx =

1 27¢" 1 2x 2
= xy+y— dx=J xe"-f-e —xz—x— dx =
0 2 . 0 2 2

1
1 2x 1 3 1
= (xex+62 —%xzjdx:{xex—e"-i-zezx—x—} Zz(l+e2).

) ”B £(x, y) dx dy, onde f(x, y) = x5 cos y3 ¢
B={(xy) €R?|y=x* > +)*<2}.
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[ sy ay=
B

/2— 2
—J {J‘\/y 5 cos y3 dx}dy-l—.[ |:J. 2y2 x7 cos y3 dx |dy = 0,
N2y

pois x° cos y* é uma funcéo impar na varidvel x.

n) _” f(x,y)dx dy,onde f(x,y)=xe B éaregido compreendida entre os graficos de
B

T
y=cosxey=1—cosx,com(Q<x< >

[ recy dyax=

\,005’;

w0

T pd e(x)
=.[3 j xdy|dx+ J. xdy|dx =
0 c(x) x)

N AN
Ny

Kl cos x B 1—cos x
=_[3 j xdy dx+J'772 J xdy|dx =
0 1—cos x 3 cos x
T T
:J' 3 [xy cos x dx+J.7$ [xy]lfcosx dx =
0 a
3

1—cos x cos X

T T
=J3 (2xcosx—x)dx+J.772 (x —2x cos x) dx =
0 o

(lembrando que J X €OS x dx = x sen X + coS x)

273 2
= 2xsenx+2003x—x— + x——2xsenx—2cosx
2 o 2

w3 vy

——+— 243 -3
- 2~ ).
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D) _” f(x,y)dx dy, onde f(x, y)=\g’l+y3 e B={(x,y)ER2 ]\;$ y=<1}.
B

] feeax dy=f1 .[iiy))(m Jaxdy =
_J. [J ( 14y )dx}dy:
] e

[l et =2 -2 vz ),

r) J.J‘ f(x,y) dx dy,onde f(x,y)= +y2
B={(x,y))ER?|1<x<4 e 0<y=<-/x}.

Temos

JJ renavas= f[L 2 dy} dr=

A

4 4 4
:J %[ln(eryz)]Sx dx=é£ (In2x —1In x) dx:%J‘l In2dx=

4 3
=— =—1n2.
[x]1 2

y=\a

1| px
7. a) Na integral JO UO f(xy) dy} dx

Y

0 x estd variando no intervalo [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], y variade Oax. A

regido de integracdo é:
B={(x,y)E[R?2 ‘Ostl e 0<y=ux}.
36
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Entao, A

J; {j:f(x, y) d)’} dx = J‘; [J.yl flx,y) dx:| dy. /

1 \/y
¢) Na integral J U  fxuy) dx} dy .
0] Y=y 0 1

0 y estd variando no intervalo [0, 1] e, para cada y fixo em [0, 1], x varia de —\ff; até \/; .
A regido de integracdo é

B={(x,) ER2|0<y<I,—y=<x<.ly}.

1| ¢y
Entio, JO U\ yy f(x,y) dx} dy=
N

= J_ll U:Z f(x,y) dy} dx. {q\

1| py+3 -
e) JO Uy flx, y)dx}dy- 0 1 3 4

Para cada y fixoem [0, 1], x variade yaté y + 3. %

A regido de integrago é:
B={(x,ER?|0<y<le ysx=<y+3}.
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Logo,

J-; |:J-yy+3f(x, y) dx:| dy = J.(j |:J.:f(x, ) dy}dx +

+ f [I; f(x,y) dy} dx + J.:{j:+3f(x, y) dy} dx

(para cada x fixo em [0, 1], y varia de O até x; para cada x fixo em [1, 3], y varia de O até
1; para cada x fixo em [3, 4], y variade x + 3 até 1).

X

1 \“‘32—)62
2) Na integral J._l _[ , Sy dy|dx

o x estd variando em [—1, 1] e, para cada x fixo em [—1, 1], o y varia de x2 até \2—x2.
Seja B a regido de integragao.

 J

Entdo B € o conjunto de todos os (x, y) € R tais que —1sx=< 1,x% < y< 42 —x2,

ou seja, B € a regido do plano compreendida entre os graficos das fungdes y = Ze

y=42-x2,com—l<xs<1.

Temos: J._l 1[_[:22_)‘2 fx,y) dy] dx = J..[B f(x,y)dx dy+ _UB f(x,y)dx dy
1 3

onde B, € o conjunto de todos os (x, y) taisque 0 <y < 1le —\ff; sSxs \,@ eByéo

conjunto de todos os (x, y) taisque | < y =< V2 e —2—y2 = x<.2—)?
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>/ '

Y

o= [ [ sy e
B, 0| -y

J[, s asar= j {j o T y)dx]dy
Entao,

J-_l llj-):zz—xz fx,y) dy] dx = J()l U:/Ty fx,y) dx} dy+ J [L __yy f(x,y) dx] dy

1[ ¢l
i) Na integral J;) U ) f(x,y) dy} dx o x estd variando em [0, 1] e, para cada x fixo em
X
[0, 1], y varia de x° até 1.
Assim, B={(x,y))ER?|0<x<1le x’<y<]l)

¢ a regido de integragdo

Y
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Ouainda,0<y<1e osxs\]@,

Entao,

J; U:z f(x,y) dy} dx =
:ﬁiﬂnyJOﬁ}@.

1 px+1 v ld
i X, X,
I) Na integral J-o - f(x, ) dy
aregido de integracdo é

B={(x,VER?|0<x<L2xsysx+1}

-]
-

Al
-
+
—

Entdo,0 <y<le 0<x<->

oul<y<2e y-lsxs

N <

Assim,

17 px+1 1] o2
| { f(x,y>dy}dx=j |2 reyar|av+
0] 9J2x 0]9J0

+ le D‘yy/zlf(x, y) dx} dy.
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N X_X2

) 1| pvV2x
n) Na integral J;) I f(x,y)dy | dx

o0 x estd variando em [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], 0 y varia de +/x — x2 até \2x.

Entdo, B € a regido do plano compreendida entre os gréficos das fungdes

y=+2xey=+x—x%,com0<x<1.

2
Temos y =+2x :>x=y7
/ 2 2 2 1= 1-4)?
YEANX =X = x"+x—y =0 = fo.
A
2 =2
1",2 1 1+ 1—y2
I Y=
0 1 1 -
../2
-y 1-y2
xX= 3

Entao:

[ e

= JJBIf(x, y)dx dy+ JJB2f(x, y)dx dy + JJB3f(x, y) dx dy

N

2 — — 442
onde B, € o conjunto de todos os (x, y) tais que 0 < y < % e y? x< #;

. . +1—-4y?
B, € o conjunto de todos os (x, y) tais que Osys%e%s)cslelﬁéo

2
conjunto de todos os (x, y) taisque —<y<+2e y? sx=<I.

|-
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Entao,

1 N2x -
L Jeogr TV dy|dx=

1 \1 4y2
_j j > fay)dr dy+j JM Fxy)dx | dy +

V2 | el r
NI
" y?f(xy)xy

sen x

p) Na integral J [ f(x,y) dy} dx o x estad variando em [0, 77] e, para cada x fixo em

[0, 7], y varia de O até sen x.

X =arcsen y

X =TM—arcseny

A J

A regido B de integracgdo é
B={(x,y))ER?|[0<x<7 e 0< y<senux}.

Entao,

j;[ e dy} a= | U”y fy) dx} d

T
Observe que, para 0 < x < > e0=<y=<1, y=senx < x=arcsen y; por outro lado,

T (o T
como ? < x< g éequivalentea 0< 7 —x < ? e y =sen x =sen(m — x), segue que,

v
para E$X$W60$y$l,

y=sen x =sen(7 — x) & 7 — x =arcsen y & x = 7 — arcsen y.

42



/4 pcos x V2 /2 parcsen y 1 arccos y
o J, I reodae= [T poyasay + [ [T e .

+7 7+ 5y2 3
r)x=ch>y=3x—7ex=\/ 3y c>y=i\3‘ x5 . Invertendo a ordem de

integragdo, temos

\ 3x2 7/5 i 3 \/(3):2 7)/5 o
X, +J j X,
\mfmf( v+ [ [V feydya

J

8.a) V:JJ [4—(x+y+2)]dxdy,ondeAéocfrculox2 +y2<1.
A

V12 1 2 -y
V= J{[ (2—x—y)dx]dy J‘l[2x—%—xy} “ dy =

—\fl—yz

1 | f 1y
:_[ 1(4\;“1—y2 —2y\f‘1—y2)dy=8 SN0y

1 S
(Observe que J‘ yyl— y2 =0, pois o integrando ¢ fungdo fmpar e
-1

1 1
J‘ N y2 dy=2 J. N y2 dy, pois o integrando ¢ fungdo par.) Fazendo a mudanga
-1 0

de variavel: y = sen u; dy = cos u du, temos

/2

/2
V=8J coszudu=8[lsen2u+1} =8. 7 _om.
0 4 2 4

0
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,xz —x
¢) szll[j; (l—xz)dy:ldeJ;[y(l—xz)]:) gy

1
1 3 5
ZJ (1—2x2+x4)dx= x__2x +x_ IE.
-1 3 5 . 15

X2 e
) v 2]2 JVI_T dyd 2J2 [ ]Jl_T d
e) V= = e =
-2Jo Y P

2 2 2 2
= JIT_:” L2
-2 4 0 4

Fazendo % =sen 6, dx =2 cos 6 d6.

Temosx=0; 6=0
x=2; =2,
2

Entao,

w

T o i
V=4j2 2c0326d0=812 00320d0=8[10+lsen20}2=8[
0 0 27 4 0 4

2 .2

a \;a -y

g V=2 [J. 22 Ja* —y? dx}dyz
—a| J—ya“—y

a

—a

Va?—y?
—Ja2—y?
a a
=4[ @ =) dy=8] (@ ) dy=
37 3 3
:8[a2y_y_} :8(2a j:ma _
3 ], 3 3
1—x

i)VZIOI[IOI_X(I—x—y)dy:ldx=J;{y—xy—§:| dx =

0
1
:J {(1—x)—x(1—x)—
0

— )2 1
d 2’“) }de%Jo(l—Zx-i-xz)dx:
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I) Temos 2+ y2 s zs<2x

Entdo, x2 + y2 2x<o:>(x2—2x+1)+y2<1:>(x—1)2+y2<1
E mais, 0 =z < 2x—x —y

V= oe? 2 dy | dx =
_Joj\/l(xl)z(xx y9)dy|dx

5 ¥ A 1=(x—1)2
=J 2xy—x y——| dx =

3 e

'—-

—_— [ — 205\
{4x\1 —(x—1? =2x2 J1-(x—1)? — 3(\51_()6_1)2) }dx

A v
y=\1- G — 17
0 1 2 x
= N1- -1
Fazendo x — 1 = sen 0, temos dx = cos 6 d6.
x=0;0= -
2
x=2;0= z
2
Entao,
Z 2
V= 277 [4(1-%-sen0)cos€—2(H—sené))2 cosﬂ—gcoszé)}cosedHZ
2

3
= ZJ cos 0 (1 —senZ6) — cos” 0

0052 0

T
0s 0do9=ij 2 cos? 0 do.
3.7

[Utilizando férmulas de recorréncia (veja Vol. 1; Secdo 12.9)

1 _ n—1 _
I cos™ x dx =—cos" ! x-sen x + J cos"2 x dx.]
n n
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Portanto,

1 T

1 —

[—cos3ﬁsen 0]2 +3J2 cos2 6 do
4 _T o 4J).T
2 2

<
Il
W

<
I

W

&lw

T T
— 1 —
sz cosz6(1(92{—cosxsenx+i}2
= 2 2

m
2

o
VZ[lsen2x+£}2 21.
4 2 - 2

™
2

n) V= Jol [ j; G+ y+ 1) — (dx+2y)] dx} dy =

:J: U;y(—x—ynLl)dx}dy:J; [—é—xffx}ly dy =

9.9)B={(x, ) ER*|Inx<y<1+hxy=0e x<e}
. 1 pl+lnx e pl+Inx
Area:_[1 _|' dydx—l—J-J‘ dy dx

— J0 1 JInx

(S
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. 1 e i
Area=Jl (1+lnx)dx+I dx -
. : 2
. 1 1 e 1 -
Areazjl dx—i—J‘l lnxdx+de |
e e T .
[4
A _ 1 1! e _ -1 _
rea =[x];,, +[xInx—x], +[x]f =e+e 1.
b) B={(x,y)ER? |3 < y=<x}.
A Ny e
rea = X =—.
Jo-[ﬁ T
A
y=x
_____ v=\x
I
I
| -
1
¢) B={(x,y)ER? |[xy<s2,x<y<x+1 ex=0}.
A
y=x+1
y=x

Xf?l o
i
il

r




. 1 X+1 \2 g 1
Area=_[_[ dydx+J J'x dydce=In2+—.
0Jx 1 X 2

d) B={(x.y)ER? | x>0, % <3y <-3x2 + 7).
X

Temos

352 +
i:_u = —3x3+7x2—4=0
3x 3

_ 32 +7x

e e

Portanto, x = 1 e x = 2 s@o abscissas dos pontos de intersecdo da pardbola com a
hipérbole.

—3x2+7x

. 2l p———— 2[ —342

AreazJ j4 3 dy dxzj T3 AT 4 deZ—ian.
1 e 1 3 3x 3

X

Area =2 Jj[x —(x2 —x)] dx =§.
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